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Les exemples supports pour la discussion Retour

Un sous-marin et un fond rocailleux.
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267



Le Modèle de
Kelvin-Neumann

Modélisation
Dans l’eau

Modèle stationnaire

Modèle local à la surface de
l’eau

Elimination d’un des
deux champs inconnus
L’opérateur G

Outils mathématiques

Le modèle enη

Stabilité et instabilité des
vagues

Dégénerescence de la
compacité

Exemple analytique

Evolution des vitesses
critiques en fonction deσ

Evolution du germe instable

Le modèle en ϕ
Elimination deη

Le modèle de
Kelvin-Neumann enrichi

Prolongements

Le modèle fluide Retour

Dans l’eau

Incompressible et irrotationel

Γ f

A la surface

Modèle avec capillarité

7/48


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton6'){ocgs[i].state=false;}}


Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme
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Dans l’eau Retour

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ = UΦ0 + ϕ,

UΦ0 potentiel stationnaire, ϕ potentiel de perturbation

Le potentiel stationnaire vérifie :

−∆Φ0 = 0 dans Ω,
∂Φ0

∂ν
= 0 sur Γf ∪ Γ0,

∂Φ0

∂ν
= (e1, ν) sur Γ1, et par exemple

∫
Γf

Φ0 = 0.

On peut mettre un sous-marin dans Ω sans que cela ne change
la formulation (partie de Γ0). Le cas d’un bateau de surface est
aussi possible mais un nouveau phénomène apparaît.
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Isovaleurs de Φ0.
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Anne QueffÈlec
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Isovaleurs du potentiel stationnaire pebble stone bottom Φ0.
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Toujours dans l’eau mais pour le potentiel de
perturbation ϕ : Retour

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆ϕ = 0 dans Ω,

∂ϕ

∂ν
= η̇ + U∇sΦ0.∇sη sur Γf ,

∂ϕ

∂ν
= 0 sur Γ0, et par exemple ϕ = 0 sur Γ1.

Sur la frontière ∂Γf de Γf , on peut choisir par exemple η = 0 ou
η périodique en x1.
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A la surface de l’eau Retour

L’équilibre surfacique inclut capillarité, gravité et pression de l’eau :∣∣∣∣∣∣∣
capillary︷ ︸︸ ︷
−σ∆sη+

gravity︷︸︸︷
%gη +

moins la pression instationnaire︷ ︸︸ ︷
%ϕ̇+ %U∇sΦ0∇sϕ+

%

2
|∇ϕ|2 =

effet Venturi︷ ︸︸ ︷
−%

2
|∇Φ0|2U2 sur Γf ,

η = 0 sur ∂Γf .

Un modèle plus complet possible (div(
∇sη√

1 + |∇sη|2
) = ∆sη + O(|∇sη|

3)), mais

aussi en tenant compte de l’écoulement stationnaire...
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Deux stratégies : éliminer ϕ ou éliminer η Retour

Dans tous les cas un opérateur de condensation est utile de façon à
se ramener sur la surface Γf . Nous le notons G et il joue un rôle
fondamental dans toute la suite. Dans le cas d’un milieu semi-infini ce
serait l’opérateur de Green. C’est en fait l’opérateur de masse ajoutée.

Définition de G.
Soit g une fonction définie sur Γf . On introduit G(g) solution de :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆G(g) = 0 dans Ω,

∂G(g)

∂ν
= 0 sur Γ0,

∂G(g)

∂ν
= g sur Γf ,

G(g) = 0 sur Γ1.
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267



Le Modèle de
Kelvin-Neumann

Modélisation
Dans l’eau

Modèle stationnaire

Modèle local à la surface de
l’eau

Elimination d’un des
deux champs inconnus
L’opérateur G

Outils mathématiques

Le modèle enη

Stabilité et instabilité des
vagues

Dégénerescence de la
compacité

Exemple analytique

Evolution des vitesses
critiques en fonction deσ

Evolution du germe instable

Le modèle en ϕ
Elimination deη

Le modèle de
Kelvin-Neumann enrichi

Prolongements

Propriété fondamentale de G Retour

On introduit les espaces de dérivées fractionnaires H1/2(Γf ) et son
dual H−1/2(Γf ). On peut intuitivement considérer que les fonctions de
cl’espace H1/2 sont telles que en dimension n, (n = 1, 2) :

f (x)− f (y)

|x − y |1/2+n/2 ∈ L2(Γf × Γf ).

On a alors la suite d’inclusions compactes (qui transforment un
ensemble borné en un ensemble relativement compact) :

H1(Γf ) ⊂ H1/2(Γf ) ⊂ L2(Γf ) ⊂ H−1/2(Γf ).

Dans ce cadre nous avons :

c0||g||−1/2,Γf ≤ ||G(g)||1/2,Γf ≤ c1||g||−1/2,Γf .
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Iso-G pour différentes profondeurs du
Sous-marin Retour
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Intérêt des injections compactes Retour

Le théorème spectral Soient :
• a(., .) une forme bilinéaire symétrique positive et équivalente au
carré de la norme sur un espace de Hilbert V ,
• m(., .) une forme bilinéaire symétrique positive et équivalente au
carré de la norme sur un espace de Hilbert H.
On considère le problème de valeurs propres :

(u, λ) ∈ V × R, ∀v ∈ V , a(u, v) = λm(u, v), m(u, u) = 1.

Le théorème spectral s’énonce ainsi : (la famille un est une base
hilbertienne de H)
Si V ⊂ H avec compacité alors :

∃(un, λn), λn →n→∞ ∞ et λn > 0 multiplicité finie (λn ≥ λ0 > 0)

Si H ⊂ V avec compacité alors :

∃(un, λn), λn → 0 et 0 < λn ≤ λ0 avec multiplicité finie.
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Application du théorème spectral aux vagues
Retour

On a sur Γf :

ϕ = G(η̇ + U∇sη.∇sΦ0) = G(η̇) + UG(∇sη.∇sΦ0).

On obtient ainsi que η est à l’ordre 1 solution de :

∀v ∈ V = H1
0 (Γf ),

inertie du bassin︷ ︸︸ ︷
%

∫
Γf

G(η̈)v +U

couplage cinétique︷ ︸︸ ︷∫
Γf

[G(∇sη̇.∇sΦ0)v −G(η̇)∇sv .∇sΦ0]−∆sΦ0G(η̇)v

+

capillarité+gravité︷ ︸︸ ︷∫
Γf

σ∇sη.∇sv + %gηv −U2
∫

Γf

retard de pression︷ ︸︸ ︷
G(∇sη.∇sΦ0)[∇sv .∇sΦ0 +∆sΦ0v ] = 0.

Ou encore sous forme variationnelle avec des notations évidentes :

∀v ∈ V , M(η̈, v) + 2UC(η̇, v) +A0(η, v)− U2A1(η, v) = 0.
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Notion de vitesse critique Retour

On considère le problème de valeurs propres :∣∣∣∣∣∣
trouver w ∈ V , tel que :

∀v ∈ V , A0(w , v) = λA1(w , v), A1(w ,w) = 1.

Si σ > 0 on choisit :

V = H1
0 (Γf ) H = H1/2(Γf ).

Par conséquent ∃λ0 > 0 telle que :

∀v ∈ V , A0(v , v) ≥ λ0A1(v , v),

d’où :

U < Uc =
√
λ0 => A0(v , v)− U2A1(v , v) ≥ c||v ||21,Γf

,

ce qui implique la stabilité du modèle et l’instabilité si U > Uc Le
nombre de modes instables pour U donnée est fini, décroissant avec
σ.
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Renversement de la compacité Retour

On suppose que σ = 0. Cette fois on choisit :

V = L2(Γf )( au lieu de H1
0 (Γf )) et H = H1/2(Γf ).

Cette fois on a :
H ⊂ V avec compacité.

Par conséquent le modèle de valeurs propres est inversé :

∃λn →n→∞ 0 et 0 < λn ≤ λ0.

Donc :
∀U > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, λn < U.

Donc quelque soit la vitesse U il existe une infinité de modes
instables. Dans un raffinement de maillage lors d’une approximation
numérique, la situation s’aggrave !
L’explication physique est que l’absence de capillarité fait qu’un
écoulement même à très faible vitesse fait éclater la surface de l’eau.
Le modèle n’a pas de sens. Or cest le modèle de Kelvin-Neumann.
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Un cas simple pour illustrer Retour

On trouve les solutions suivantes au modèle de valeurs propres :

wn(x1, x2) =

√
2
L

sin(
nπx1

L
),

Gn(x1, x2) =

√
2
L

cos(
nπx1

L
) coth(

nπ(x2 + H)

L
),

λn = H[g +
n2π2σ

L2%
]
tanh(

nπH
L

)

nπH
L

' Lg
nπ

+
nπσ
L%

=
g
k

+
kσ
%
, (k =

nπ
L

).

Exemple : 9.81 m/s2, σ = 0, 075 N/m, % = 1000 Kg/m3, k = 362 m−1, Uc ' 0.233 m/s = 0.84 km/h, si

U < Uc pas de vague !
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Comportement des valeurs propres (et donc
de U2

c ) Retour

On a tracé plusieurs courbes en fonction de σ. La courbe en gras
correspond à σ = 0.
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Convergence du calcul des vitesses critiques
Retour

On connaît la valeur théorique : U = .23 . . . m/s pour un bassin
rectangulaire. En raffinant le maillage on obtient :

On constate que la convergence est lente.
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Convergence du calcul des vitesses critiques
Retour

On ne connaît pas la valeur théorique en présence d’un fond
rocailleux. En raffinant le maillage on obtient :

Même conclusion sur la lenteur de la convergence.
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Evolution du spectre avec la profondeur du
sous-marin Retour

On obtient :
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Sillage sous-marin avec le modèle complet
Retour

On obtient :

On retrouve la présence de l’instabilité structurée pour la vitesse
critique trouvée.
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Sillage derrière un sous-marin avec le
modèle complet Retour

Pour d’autres vitesses :

(attention au changement d’échelle)
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On obtient :

L’instabilité est fractale (plus on raffine plus il apparaît d’instabilités)
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Anne QueffÈlec
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Influence de la profondeur du sous-marin sur
le sillage Retour

Plusieurs profondeurs et deux vitesses d’avancement du sous-marin
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Influence de la profondeur sur les vagues
PSB Retour

Plusieurs vitesses d’écoulement profondeur importante
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Influence de la profondeur sur les vagues
PSB Retour

Plusieurs vitesses d’écoulement faible profondeur
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Evolution de l’énergie pour différentes
vitesses d’avance U Retour

Avec capillarité et pour un schéma conservatif :

M
ηn+1 − 2ηn + ηn−1

∆t2 + 2UC
ηn+1 − ηn−1

2∆t
+ A

ηn+1 + ηn−1

2
= 0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−1.0e−04

−8.0e−05

−6.0e−05

−4.0e−05

−2.0e−05

0.0e+00

2.0e−05

4.0e−05

6.0e−05

8.0e−05

1.0e−04

Energie en fonction du temps pour différentes valeurs de U (voir légende)

0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2
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Visualisation de la vague de surface pour
U = 0.1 à U = .14 (stable) Retour

Plusieurs vitesses d’avance du sous-marin
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Visualisation de la vague de surface pour
U = 0.16 à U = .2 (instable) Retour

Plusieurs vitesses d’avance du sous-marin
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Anne QueffÈlec
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Sans capillarité (Kelvin-Neumann) et pour un schéma conservatif :

M
ηn+1 − 2ηn + ηn−1

∆t2 + 2UC
ηn+1 − ηn−1

2∆t
+ A

ηn+1 + ηn−1

2
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Très mauvais en présence d’instabilités.
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267



Le Modèle de
Kelvin-Neumann

Modélisation
Dans l’eau

Modèle stationnaire

Modèle local à la surface de
l’eau

Elimination d’un des
deux champs inconnus
L’opérateur G

Outils mathématiques

Le modèle enη

Stabilité et instabilité des
vagues

Dégénerescence de la
compacité

Exemple analytique

Evolution des vitesses
critiques en fonction deσ

Evolution du germe instable

Le modèle en ϕ
Elimination deη

Le modèle de
Kelvin-Neumann enrichi

Prolongements

Evolution de l’énergie pour différentes
vitesses d’avance U Retour

Avec capillarité et pour un schéma dissipatif :

M
ηn+1 − 2ηn + ηn−1

∆t2 + 2UC
ηn+1 − ηn

∆t
+ A

ηn+1 + ηn

2
= 0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−1.0e−04

−8.0e−05

−6.0e−05

−4.0e−05

−2.0e−05

0.0e+00

2.0e−05

4.0e−05

6.0e−05

8.0e−05

1.0e−04

Energie en fonction du temps pour différentes valeurs de U (voir légende)

0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2

39/48


var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton38'){ocgs[i].state=false;}}


Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme
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Sans capillarité (Kelvin-Neumann) et pour un schéma dissipatif :

M
ηn+1 − 2ηn + ηn−1

∆t2 + 2UC
ηn+1 − ηn

∆t
+ A

ηn+1 + ηn

2
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Le modèle non-linéaire de vague est (par exemple) ∀v ∈ V : :

M(η̈, v)+2UC(η̇, v)+A0(η, v)−U2A1(η, v)+
%

2

∫
Γf

|∇G(η̇+U∇sη.∇sΦ0)|2v =0

Pour simplifier, cherchons une solution sans esclave en posant :

η = ξ(t)w0, où w0 est un mode propre instable.

On obtient une équation différentielle non linéaire en ξ :

ξ̈ + (λ0 − U2)ξ + αξ̇2 + Uβξξ̇ + U2γξ2 = 0, α > 0, γ > 0.

La solution peut se représenter dans le plan des phases et conduit
soit à un cycle limite (gauche), soit une instabilité (droite) ; U > Uc .
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Au lieu d’éliminer ϕ on peut aussi éliminer η. La méthode est classique
et consiste (voir J.J. Stoker) à prendre la dérivée convective de
l’équation des vagues et celle de continuité cinématique. Le modèle
est équivalent mais totalement instable si σ = 0. On obtient ainsi le
modèle de Kelvin-Neumann enrichi par la capillarité. Rappelons sa
formulation lorsque σ = 0 car elle est très simple : Notons

Dt (.) =
∂

∂t
(.) +∇sΦ0.∇s(.) l’opérateur de dérivation convective,

On l’applique à l’équation d’équilibre de la surface libre Γf :

[−σ∆s + %g]Dtη = −[%
∂ϕ

∂t
+ %U∇sΦ0.∇sϕ].

D’où :

Dtη = −A[%
∂2ϕ

∂t2 + 2%U∇sΦ0.∇s
∂ϕ

∂t
+ %U2∇s(∇sΦ0.∇sϕ)].

avec
A = [−σ∆s + %g]−1 sur H1

0 (Γf ).

Lorsque σ = 0 : A =
1
%g

Id .
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On élimine η dans l’équation de l’eau et on utilise une intégration par
parties en s (ϕ = 0 sur ∂Γf ) :

∀ψ ∈ W0,

∫
Ω

∇ϕ.∇ψ =

∫
Γf

Dtηψ =

−%
∫

Γf

A
∂2ϕ

∂t2 ψ

−%U
∫

Γf

[A(∇sΦ0.∇s
∂ϕ

∂t
)ψ − A(∇sΦ0.∇sψ)

∂ϕ

∂t
]

+%U2
∫

Γf

(∇sΦ0.∇sϕ); (∇sΦ0.∇sψ).
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Trouver ϕ ∈ W0 telle que ∀ψ ∈ W0 :

terme d’inertie︷ ︸︸ ︷
%

∫
Γf

A
∂2ϕ

∂t2 ψ+

simili-Coriolis︷ ︸︸ ︷
%U
∫

Γf

[A(∇sΦ0.∇s
∂ϕ

∂t
)ψ − A(∇sΦ0.∇sψ)

∂ϕ

∂t
]

raideur fluide︷ ︸︸ ︷∫
Ω

∇ϕ.∇ψ−

retard de pression︷ ︸︸ ︷
%U2

∫
Γf

(∇sΦ0.∇sϕ); (∇sΦ0.∇sψ) = 0.

Soit sous forme symbolique :

∀ψ ∈ W0, M(ϕ̈, ψ) + 2UC(ϕ̇, ψ) +A(ϕ,ψ) = 0.
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Plusieurs vitesses d’avance en linéaire Plusieurs vitesses d’avance en non-linéaire
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On peut construire le modèle avec
bateau. . . Retour

La prise ne compte d’un bateau de surface avec tossage est possible.
Cependant il apparaît des solutions mesures et une formulation
spéciale est nécessaire. Photos web d’un accident survenu en 1977 :

Mais dans ce cas il est nécessaire d’introduire la loi de restitution de
l’énergie au moment du contact... Une formulation fonctionne avec
absorption locale totale, mais qui autorise un rebond par
arc-boutement.
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