Un bug spectral... avec C. Fabre et O. WilK .

Le son est piloté depuis la barre en bas de I'écran.

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Le Modele de Kelvin-Neumann




var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton0'){ocgs[i].state=false;}}



Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme
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Observons le lit d’'un cours d’eau... o

Le Modele de
Kelvin-Neumann
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et de plus prés...Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Instabiltés de surface contenues
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Le Modele de
Kelvin-Neumann

Quelques références. . . s

J. Lighthill, Waves in fluids, Cambridge university press, UK, 1978.

Y. Doutreleau, Résonances pour le probleme de Kelvin-Neumann
tridimensionnel dans le cas d’un corps immergé, 5™ journées de
I'nydrodynamique, mars 1995, Rouen.

C. Van der Stoep, A three dimensional method for the calculation of
the unsteady ship wave pattern using a Kelvin-Neumann approach,
Thesis university of technology of Delft, February 6 1992.

J.J. Stoker, Water waves, Pure and applied mathematics vol. IV,
Intersciences publishers, inc., New York, (1957).

E. F. Campana and A. lafrati, Direct numerical simulation of surface
tension dominated and non-dominated breaking waves, 24"
symposium on Naval hydrodynamics, Fukuoka Japan, July 2002.

D. Richard and P. G. de Gennes, Capillary gravity waves caused by a
moving disturbance wave resistance, J. Phys. Rev. E., vol. 53, pp.
3448-3455, 1996.

6 @ 6 4/48



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton3'){ocgs[i].state=false;}}


Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme
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Les exemples supports pour la discussion e

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Un sous-marin et un fond rocailleux.
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267


Organisation de la présentation e

Le Modeéle dt Al A

s R 0 Modélisation
@ Dans l'eau

@ Modéle stationnaire

@ Modéle local a la surface de 'eau

e Elimination d’un des deux champs inconnus
@ Lopérateur G
Outils mathématiques
Le modele en n
Stabilité et instabilité des vagues
Dégénerescence de la compacité
Exemple analytique
Evolution des vitesses critiques en fonction de o
Evolution du germe instable
e Le modele en ¢
@ Elimination de 7
@ Le modele de Kelvin-Neumann enrichi
@ Prolongements
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Le mOdéIe ﬂUide Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Dans I'eau A la surface

Incompressible et irrotationel Modele avec capillarité
Uel

— T
3

ot T

~oig

Dans l'eau

I1
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Dans I'eau s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

b = Udg + ©,
Modéle stationnaire

Ud, potentiel stationnaire, ¢ potentiel de perturbation

Le potentiel stationnaire vérifie :

)
—Ady =0dans Q, % =0surlfUly,

o
=0 = (ey,v) surly, etparexemple / ®p =0.
v r,

On peut mettre un sous-marin dans 2 sans que cela ne change
la formulation (partie de I'p). Le cas d’'un bateau de surface est
aussi possible mais un nouveau phénomene apparait.
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Cas d’un sous-marin au voisinage de la
surface e

Le Modele de
Kelvin-Neumann
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FOnCtion iSO'CD() Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Modele stationnaire

Isovaleurs de ®,.
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Cas d’un fond rocheux

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Modele stationnaire

ERRRA, R RIRR I PESI IR PSRN RS
Zrivin NN ARSI AP RSSPRNSSSSES
EONSRNNSIAA »'«mwnmm\vmmvnm‘ggvmumwmv';nmnﬂ&%‘:sg
RO NS SN A PN N R NS N AN NSRARIRA
A S SIS VATaw A N S AT TN AV AVAINAS ey SINAVAVAN Wy 5 2N ARSI
AR A RO PRI VARSI
A AN AN ALK SRRRER
RN RIS ARSI AR
RS R I O NIRRT KIS IR
BRI AR S S PP OO OISR
R R A SR A RIS AN SR EREE4

N a4 2N <CRTEESSoRA
SRR IO

0.4 0.2 0.0 02 0.4

Maillage avec fond rocailleux
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Fonction

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Modele stationnaire

Isovaleurs du potentiel stationnaire pebble stone bottom .

QOO
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Vitesse et gradient a la surface avec SM

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Derivee tangentielle de Phi0

Modele stationnaire 1 0

-05 -04 -03 -02 0.1 0.0 01 0.2 03 04 05
Derivee seconde tangentielle de Phi0

15
I
gE w\“ “h\ [ m——

-107
00 o

-0.5 -0.4 -03 =02 =01
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Vitesse et taux de compression a la surface
de I'eau avec PSB

Surface velocity

-05 04 -03 -02 0.1 00 01
Surface laplacian

k X ¥ 0.2 0.
20
] | diffiy
e | il (A
0 \\J |H “ll-l ||HH‘ il
3 2 -0.1 2 03 04

05 04 00 0.1 0

3 04 05

=05
-10
=15
=20
25—
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267


Toujours dans I'eau mais pour le potentiel de
perturbation ¢ : s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

—Ap =0dans Q,

0

P _ j 4 UVs®o.Ven sur I,

ov

dp

= 0 surlp, etparexemple ¢ =0 surl;y.
14

Sur la frontiere ol ¢ de 'y, on peut choisir par exemple n = 0 ou
7n périodique en xy.
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Le Modele de
Kelvin-Neumann

Modéle local 4 la surface de
l'eau

A la surface de I'eau reon

Léquilibre surfacique inclut capillarité, gravité et pression de I'eau :

moins la pression instationnaire

capillary gravity effet Venturi
’ N AN .
—0Asn+ ogn + 0P + oUVsPoVsip + g\wf = —§|V<I>O|ZU2 sur Iy,

n = 0 sur oly.

Un modéle plus complet possible v——"__
V1+1Vsni2

aussi en tenant compte de I'écoulement stationnaire...
VL L

hydrophabic tail B c

o Sk
gy i

Layer of soapy water. The molecules
of surfactant arrange themselves with

Surfactarts arrange themselves onthe water SUrface  tho head in the water and the tail outside.
like & monolayer of molecules, and inside it as micelles

and membranes tied by their hydrophobic tail. As the

cohesion of these molecules is inferior to that of the

molecules of water, the surface tension of water is

lowered.

) = Asn + O(|Vsn(3), Mais

hydrophilic head

scheme of mole-
cule of surfactant

The polar and hydrophilic heads, carry
the dirtin the water. The agitation of
the fluid make easier the process.
The molecules insert their
hyerophobic tailinside the va\/,

R

How surfactants remove the dirt

Figure 12 - Surfactant molecules in water
They form monolayers, membranes and micelles
They help remove the dirt.

QOO
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Deux stratégies : éliminer ¢ ou éliminer 7w

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Dans tous les cas un opérateur de condensation est utile de facon a
se ramener sur la surface I's. Nous le notons G et il joue un réle

fondamental dans toute la suite. Dans le cas d’'un milieu semi-infini ce
serait 'opérateur de Green. C’est en fait 'opérateur de masse ajoutée.

Elimination d'un des
deux champs inconnus

Définition de G.
Soit g une fonction définie sur I'+. On introduit G(g) solution de :

—AG(g) = 0dans Q,

9G(g)
ov

@ = 0 sur Iy,

ey =gsur Ty,

G(g) =0 sur ;.
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Propriété fondamentale de G s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

On introduit les espaces de dérivées fractionnaires H'/2(I';) et son
dual H="2(T';). On peut intuitivement considérer que les fonctions de
clespace H'/? sont telles que en dimension n, (n = 1,2) :

f(x)—f
% S LZ(Ff X Ff).

Lopérateur G

On a alors la suite d’inclusions compactes (qui transforment un
ensemble borné en un ensemble relativement compact) :

H'(r) € HV3(ry) c L2(Ty) € H7Y3(r)).
Dans ce cadre nous avons :

Collgll-1/2.,r, < N1G(1/2.r, < &rllll-1/2,r,-

6 @ 6 18/48
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Iso-G pour différentes profondeurs du
SOUS'marin Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Lopérateur G
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Intérét des injections compactes o

Le Modéle de

Kelvin-Neumann Le théoréme spectral Soient :
e a(.,.) une forme bilinéaire symétrique positive et équivalente au
carré de la norme sur un espace de Hilbert V,
e m(.,.) une forme bilinéaire symétrique positive et équivalente au
carré de la norme sur un espace de Hilbert H.
On considere le probléme de valeurs propres :

(u,A) e VxR, VveV, a(u,v)=xm(u,v), m(u,u)=1.

Outils mathématiques

Le théoréeme spectral s’énonce ainsi : (la famille u, est une base
hilbertienne de H)
Si V C H avec compacité alors :

I(Un, An);, An —n—oo 00 €t Ap > 0 multiplicité finie (A, > Ao > 0)
Si H C V avec compacité alors :

3(Un, An), An = 0et0 < Xy < Ao avec multiplicité finie.

6 @ 6 20/48
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Application du théoréme spectral aux vagues

Retour

Kehin Neumann Onasurf;:
v = G(n+ UVsn.Vs®y) = G(n) + UG(Vsn.Vs®o).
On obtient ainsi que n est a I'ordre 1 solution de :

Vv e V= H(Y),
inertie du bassin couplage cinétique
—_—~

o[ GGy +U / [G(Vs7.Vs0)V — G(1)VsV.Vsbo] — Aso G(7)V
I Iy

Le modgle en 1)

capillarité+gravité retard de pression

+/ UVs’r].vSV + anV _U2 / G(vSn.qu)o)[st.qu)o +A5¢0 V] = 0.
¢ Ty
Ou encore sous forme variationnelle avec des notations évidentes :

Vv eV, M(i,v) 4+ 2UC(H, v) + Ao(n, v) — UPAi(n, v) = 0.
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Le Modele de
Kelvin-Neumann

Stabilité et instabilité des
vagues

Notion de vitesse critique -

On considere le probleme de valeurs propres :

trouver w € V, tel que :

Vv eV, Ao(w,v) = XA1(w,v), Aj(w,w) =1.
Si o > 0 on choisit :

V = Hy(Tr) H=H"2(ry).
Par conséquent 3\ > 0 telle que :
vv eV, Ag(v,v) > XoAi(v, V),
dou :
U < Us = Vo => Ao(v,v) = P As(v,v) > cl|v]ir,.

ce qui implique la stabilité du modele et l'instabilité si U > U, Le
nombre de modes instables pour U donnée est fini, décroissant avec

g.
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Renversement de la compacité s

Le Modéle de

Kelvin-Neumann On suppose que o = 0. Cette fois on choisit :

V = L3(If)( au lieu de H3 () et H= H3(ry).

Cette foison a :
H C V avec compacité.

Par conséquent le modéle de valeurs propres est inversé :
A =m0 0610 < Ap < Ao

Dégénerescence de la Donc :
ccompacité
: vU >0, 3n €N, Vn> no, Ao < U.

Donc quelque soit la vitesse U il existe une infinité de modes
instables. Dans un raffinement de maillage lors d’'une approximation
numeérique, la situation s’aggrave !

Lexplication physique est que I'absence de capillarité fait qu’'un
écoulement méme a tres faible vitesse fait éclater la surface de I'eau.
Le modeéle n’a pas de sens. Or cest le modele de Kelvin-Neumann.
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Le Modele de
Kelvin-Neumann

Exemple analytique

Un cas simple pour illustrer e

On trouve les solutions suivantes au modéle de valeurs propres :

Wn(X1, X2) = \/%sin( n7er1 ),

Gn(X1, X2) = \/% cos( XY coth(Im0e + H) )

L L
2 2 tanh(—nﬂH)
re BN ig o _g ke
An=Hlg+ LZQ] nmH _n7r+LQ_k+g’(k_L)'
L

Exemple :9.81 m/s2, o = 0,075 N/m, o = 1000 Kg/m3, k = 362 m— 1, Ug ~ 0.233 m/s = 0.84 km/h, si

U < Uc pas de vague!
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Comportement des valeurs propres (et donc
de U?) v

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses

critiques en fonction de o )
sigma=0
sigma=.001
sigma=.01
sigma=.1

On a tracé plusieurs courbes en fonction de o. La courbe en gras
correspond a o = 0.

QOO
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Convergence du calcul des vitesses critiques

Retour

Lo Heikleee On connait la valeur théorique : U = .23... m/s pour un bassin
Kelvin-Neumann . . . .
rectangulaire. En raffinant le maillage on obtient :

Without submarine : Convergence of the first eigenvalue versus the mesh size
0.080

I+ Depih Pool=005|
<! X Depth Pool =0.1
00753 & Depth Pool=02 |

0.070
0.065 "
] Critical value
0.060 for a pool bottom
Evolution des vitesses at the infinity
critiques en fonction de o b e
0.055-

0.050 . . . . . . . . .
00000 0.0005 00010 00015 00020 00025 00030 00035 00040 0.0045 0.0050

On constate que la convergence est lente.

QOO
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Convergence du calcul des vitesses critiques

Retour

(e Modele de | On ne connait pas la valeur théorique en présence d’un fond
rocailleux. En raffinant le maillage on obtient :

Pebble Stone Bottom : Convergence of the first eigenvalue versus the mesh size

0.070
1 -+ Depth Pool =0.1 &
1 X DepthPool=0.2 o
0.0657 & Depth Pool = 0.4 i X
0.060 . 7_”,,1-"’ I
N - B -
0.055 o
1 oo % X n
00504 K —
e 0.045 -
0,040 =
0,035 +—+F——

00005 00010 00015 00020 00025 00030 00035  0.0040

Méme conclusion sur la lenteur de la convergence.

QOO
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Evolution du spectre avec la profondeur du

SOUS'marin Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

On obtient :

h = 0.0025063,Depth pool = 0.3

0.07

0.06-
| o 9 8 g _B
B (©] O Q Q
0.057 Ie) g = Critical value
0,04 0o et for a pool bottom
s at the infinity
0,03
Evoluonces viesses 0.02-
critiques en fonction de o 1
001 O Sigma=0.075
] <& Sigma=0
0.00 T T T T T T T T

000 001 002 003 004 005 006 007 O.b8 0.69 0.10 0.11



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton27'){ocgs[i].state=false;}}


Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme

Anne QueffÈlec

Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267


Sillage sous-marin avec le modéle complet

Retour

Le Modéle d q
Kel?/m—?\leeuemaenn On Obt|ent o

Avec o — 0.075

Sous rmarin & 0.07 we prolonsens

Evolution des vitesses
criiques en fonction de o

On retrouve la présence de l'instabilité structurée pour la vitesse
critique trouvée.

QOO
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Sillage derriére un sous-marin avec le

modéle complet s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Pour d’autres vitesses :

- S o= o= o5 o=
(o = 1000 sigma= 0.075 g = 9.87 dehaT —0.0002S)

Evolution des vitesses
criiques en fonction de o

(attention au changement d’échelle)

QOO
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Sillage derriére un sous-marin avec le

modele Kelvin-Neumann s

Le Modele de
Kelvin-Neumann On Obtient o

Avec s — 0
Sous—marin & 0.01 g protonceur BoUr LN BassIn Iong 9o T Ot SrofSNT de ©.3 + YagUES & Fechote Pour U
5= a = = =
U—01 nsut-2se T-asrses
&= = = == =
U -0.12 nswr-ass T - as7s2s
55 —8a  =s 8= =3
Evolution des vitesses T S
critiques en fonction de o
5= == == == =

Linstabilité est fractale (plus on raffine plus il apparait d’instabilités)

QOO
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Anne QueffÈlec
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Influence de la profondeur du sous-marin sur
|e Si”age Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Influence de la profondeur sur les vagues
PSB Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o

Plusieurs vitesses d’écoulement profondeur importante
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Influence de la profondeur sur les vagues
PSB Retour

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o

Plusieurs vitesses d’écoulement faible profondeur
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Satie: Gnossiennes, GymnopÈdies, Piano Works, track 8, disc 1/1

Classical

61.41267


Evolution de I'énergie pour différentes

vitesses d’avance U s

Le Modle de Avec capillarité et pour un schéma conservatif :

Kelvin-Neumann

77n-¢—1 _ 277n + nn—1 N 2UC,’7n+1 _ nn—1 N A77n+1 + 77"_

M Af? 2At 2

Energie en fonction du temps pou différentes valeurs de U (voir légende)

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Visualisation de la vague de surface pour
U=0.1aU= .14 (stable) s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Anne QueffÈlec
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Visualisation de la vague de surface pour
U=0.16 a U = .2 (instable) o

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Evolution de I'énergie pour différentes

vitesses d’avance U s

DOLILDED Sans capillarité (Kelvin-Neumann) et pour un schéma conservatif :

Kelvin-Neumann

n+1 n n—1 n+1 n—1 n+1 n—1
n" =2n"+n n" —n no 40
M+ 2UCT o + AT =0

Energie en fonction du temps pou différentes valeurs de U (voir légende)

| % ok
1eeor]| X 02
4l 8 o
o] | 3038
] o3
Lae-0r |
] o
12000 I3 b
Evolution des vitesses 1060+
o B o
critiques en fonction de o I o /
606-05]
4.0e-05 <
] . ®
20605 o ®
] .
4 L w4 st 2.0 ¢ o ; :
3 ) 3 3 3 ) 3 13 13 o

Trés mauvais en présence d’instabilités.

QOO
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Evolution de I'énergie pour différentes

vitesses d’avance U s

Le Modle de Avec capillarité et pour un schéma dissipatif :

Kelvin-Neumann

n+1_2 n n—1 n+1 _ .n n+1 n
n TN oyeh Y i

Af? At 2

M

Energie en fonction du temps pou différentes valeurs de U (voir légende)

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Visualisation de la vague de surface pour
U=0.1aU= .14 (stable) s

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Classical

61.41267


Visualisation de la vague de surface pour
U=0.16 a U = .2 (instable) o

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Evolution de I'énergie pour différentes

vitesses d’avance U s

Le Modle de Sans capillarité (Kelvin-Neumann) et pour un schéma dissipatif :

Kelvin-Neumann
n+1 2 n n—1 ntl _on n+1 n
n Ui/ PYYToY Y A

M
Af? At 2

0

Energie en fonction du temps pour différentes valeurs de U (voir légende)

&

Evolution des vitesses
critiques en fonction de o
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Prise en compte de la non-linéarité sur une

instabilité Retour

o2 Modele de Le modéle non-linéaire de vague est (par exemple) Vv € V ::
MG,V HRUCG, V)+Aalr, V)-URAs (0, )+ [ [V GOUTan.Vs0)Pv =0
¢

Pour simplifier, cherchons une solution sans esclave en posant :
n = &(t)wo, oU Wy est un mode propre instable.
On obtient une équation différentielle non linéaire en ¢ :
E+ (Mo — UP)E+ af® + UBEE + UPye? =0, a > 0, v > 0.

La solution peut se représenter dans le plan des phases et conduit
soit a un cycle limite (gauche), soit une instabilité (droite) ; U > U;.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Evolution du germe instable

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

6 ﬁ) 6 43/48
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Retour vers le modele de Kelvin-Neumann s

o2 Modele de Au lieu d’éliminer ¢ on peut aussi éliminer n. La méthode est classique

et consiste (voir J.J. Stoker) a prendre la dérivée convective de
I'équation des vagues et celle de continuité cinématique. Le modeéle
est équivalent mais totalement instable si = 0. On obtient ainsi le
modéle de Kelvin-Neumann enrichi par la capillarité. Rappelons sa
formulation lorsque o = 0 car elle est trés simple : Notons

Di(.) = g—t(.) + Vs®,.V(.) l'opérateur de dérivation convective,
On I'applique a I'équation d’équilibre de la surface libre I'¢ :

[-ols + 0g]Din = [Q + oUVs®0.Vsi].
D’ou :
o o

Din = —Alo .y +20UVs®
Le modele en ¢ ) o o +20UVs®0.Vs—— ot

avec

+ 0PV (Vs®0.Vs0)].

A=[—0ls+ og] ™" sur H(Ty).

1
Lorsque c =0: A= — ;.
q ggd

6 @ 6 44/48
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Modéle de NK en ¢ o

Le Modele de
Kelvin-Neumann

On élimine n dans I'équation de I'eau et on utilise une intégration par
parties en s (p = 0 sur Oly) :

vy € W, /V(pVi/) = Dimp =
Q

Tt
_Q/ at2

—oU [A(Vsd)o Vs )w A(Vs®o. sz) ]

+QU2/ (vsq)O-Vs(P);(vsq)o.sz),
Tt

Elimination de 7)

6 ﬁ) 6 45/48
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Le modele de Kelvin-Neumann enrichi o

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Trouver ¢ € W, telle que Vi € W :

terme d'inertie simili-Coriolis

Ad—tfw+ oU [A(v ®0.Vs 2 t)w — A(Vso.V Sw)a“’]

raideur fluide retard de pression

/ V.V — ol / (Vs®0.Vs); (V0. Veth) = 0.
JQ

J ¢

Soit sous forme symbolique :

Le modéle de V¢ € W07 M(QO

Kelvin-Neumann enrichi

¥) +2UC(¢,9) + Alp,¢) = 0.



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton45'){ocgs[i].state=false;}}


Satie: Morceux En Forme De Poire - Prolongation Du MÍme
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Vagues de sillage en fonction de la vitesse :
linéaire/non-linéaire o

Le Modele de
Kelvin-Neumann

Modélisation

Elimination d'un des

deux champs inconnus

Le modele en «

Le modéle de
Kelvin-Neumann enrichi
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On peut construire le modele avec

bateau- = = Retour

(e Modele de | La prise ne compte d'un bateau de surface avec tossage est possible.
Cependant il apparait des solutions mesures et une formulation
spéciale est nécessaire. Photos web d’'un accident survenu en 1977 :

Mais dans ce cas il est nécessaire d’introduire la loi de restitution de
I'énergie au moment du contact... Une formulation fonctionne avec
absorption locale totale, mais qui autorise un rebond par
arc-boutement.

G ﬂj @ 48/48

Prolongements
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